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摘 要

数域的类群是代数数论的研究课题之一. 为了研究类群的结构,我们需要它的

初等因子中素数幂次的出现次数. 本文中我们将考虑二次域缩理想类群的 2-Sylow

子群的结构. 首先我们将回顾高斯型理论, 这包括高斯对于二次域 2 阶秩和 Rédei

对于二次域 4阶秩的研究. 通过这些理论,我们给出了一些情形下不同的二次域缩

理想类群的 4阶秩之间的关系,并对 8阶秩进行了一些探索研究.

关键词：类群；高斯型理论；Rédei理论；希尔伯特符号；二次域



ABSTRACT

The ideal class groups of number fields play an important role in algebraic number the-

ory. In order to study the structure of the class group, we need to know the multiplicities

of prime powers as elementary divisors. In this paper, we want to study the 2-Sylow
subgroups of the narrow class groups of quadratic fields. First we will review the Gauss

genus theory, which includes Gauss’s work on the 2-ranks and Rédei’s work on the 4-
ranks. Based on these theories, we will give a relation between the 4-ranks of different
quadratic fields and some results on the 8-ranks.

KEYWORDS: Class groups; Gauss genus theory; Rédei theory; Hilbert symbols;

Quadratic fields
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符号说明

ℚ𝑣 表示实数域 ℝ或 𝑝进数域 ℚ𝑝,见 § 2.1, § 2.5.

(𝑎, 𝑏)𝑣 ℚ𝑣上的希尔伯特符号,见 § 2.2.

[𝑎, 𝑏]𝑣 ℚ𝑣上的加性希尔伯特符号,见(3.2).

(
𝑎
𝑏) 雅可比符号,见 § 2.2.

[
𝑎
𝑏 ] 加性雅可比符号,见(3.3).

𝑟2𝑎 有限阿贝尔群的 2𝑎-秩,见 § 2.7.

ℎ2𝑎(𝑚) 数域 ℚ(√𝑚)的缩理想类群的 2𝑎-秩,见 § 2.7.

Cl(𝐹 ) 数域 𝐹 的理想类群,见 § 2.3.

𝐶(𝐹 ) 数域 𝐹 的缩理想类群,见 § 3.1.

𝐶(𝐹 ) [2] 表示 𝐶(𝐹 )中阶不超过 2的元素全体构成的子群.

𝐶(𝐹 ) [4] 表示 𝐶(𝐹 )中阶整除 4的元素全体构成的子群.

gcd(𝑎, 𝑏) 表示整数 𝑎, 𝑏的最大公因子.

A𝑛′ 表示一个与 𝑛′有关的矩阵,见(3.4).

D𝜀 表示一个与 𝑛′和 𝜀有关的矩阵,见(3.5).

𝜀(𝑧), 𝜔(𝑧) 𝑈/𝑈3 → ℤ/2ℤ的同态,具体定义见(2.1), (2.2).
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1 简介

1.1 背景介绍

希尔伯特在著名的《数论报告》前言的一开始就写出:“数论是最古老的数学

分支之一. 人们很早就注意到自然数具有一些相当深刻的性质. 但是数论作为一门

完全独立系统的科学则是现代研究的成果. ”人类在文字产生之前便在日常的生产

和生活实践中创建了整数的概念. 三千多年前,四大文明古国（埃及、巴比伦、印

度、中国）开始研究整数的各种性质以及方程的整数解和有理数解,由此便产生了

数论.代数数论的发源可以追溯到丢番图方程的发现, 丢番图方程的命名是因为 3

世纪的古希腊数学家丢番图对它的研究. 一个典型的丢番图问题是去找两个整数

𝑥, 𝑦使得它们的和和它们的平方和等于给定的两个整数 𝐴, 𝐵,即

𝐴 = 𝑥 + 𝑦,

𝐵 = 𝑥2 + 𝑦2.

丢番图方程已经被研究了上千年. 比如说由毕达哥拉斯给出的形如 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 二

次丢番图方程,最初被古巴比伦人所解决. 形如 26𝑥 + 65𝑦 = 13的线性丢番图方程
被发现可以利用欧几里得算法解决.

古代的中国对数论的研究有着众多杰出的贡献,这涵盖了勾股定理、勾股数以

及中国剩余定理等等. 古代中国的数论具有鲜明的实践、直觉和算法特点,而古代

希腊的数论则具有理性和思辨的特征, 例如唯一因子分解、素数的无限性、方程

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 的整数解. 数论的近代发展是从十七世纪开始的. 而在十九世纪,数论

取得了重大进步,集中体现为研究方法的创新,在数论问题的研究中引入了深刻的

代数工具和解析工具,产生了两个重要的数论分支——代数数论和解析数论.费马

大定理首先由费马在 1637年提出,并且费马在一张纸上写下了：“我有个绝妙的证

明方法,但是这里太小我写不下. ”尽管有无数的数学家前仆后继,可还是过了几百

年,直到 1995年才被怀尔斯证明,证明过程用到了大量的代数数论知识和模形式理

论的内容.

代数数论中对于类群的研究是一个重要的方向, 数域的类群在代数数论和算

术几何中有着重要的地位和应用. 类群本身是代数数域的重要算术性质,它决定了

数域中数域理想的差异. 而二次数域作为相对简单的数域,其类群的结构也仍然没

有被完全研究清楚.
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1.2 本文的主要工作

首先由类群有限定理可以知道类群是一个有限阿贝尔群, 然后利用有限阿

贝尔群结构定理可以把类群分解为 Sylow 𝑝-子群的直和. 本文的研究主要围绕

𝐶(𝐹 )[2] 这个群展开. 回顾高斯型理论, 高斯型理论给出了缩理想类群 𝐶(𝐹 )[2] 中
元素的刻画以及缩理想类群的 2阶秩,再考虑 𝐶(𝐹 )[2] ∩ 𝐶(𝐹 )2,注意到 𝑟4(𝐶(𝐹 )) =
rank𝔽2 (𝐶(𝐹 )[2] ∩ 𝐶(𝐹 )2).于是我们对二次域类群的 4阶秩转为去研究群 𝐶(𝐹 )[2] ∩
𝐶(𝐹 )2 的结构. 然后我们再利用 Rédei理论的一套内容去给出二次域类群的 4阶秩

的刻画,并利用二次域类群的 4阶秩的计算公式给出一些特殊二次域类群的 4阶秩

之间的一些联系. 具体的联系参见3.3. 最后我们再对二次域类群的 8阶秩进行一些

探究.
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2 代数数论基础知识

2.1 𝑝进数域

定义 2.1 (赋值) 如果域 𝐾 上的函数 ∣ ⋅ ∣∶ 𝐾 → ℝ⩾0满足

(1) |𝑥| = 0当且仅当 𝑥 = 0;
(2) |𝑥𝑦| = |𝑥| ⋅ |𝑦|, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾;

(3) (三角不等式)|𝑥 + 𝑦| ⩽ |𝑥| + |𝑦|, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾;

我们称 ∣ ⋅ ∣为域 𝐾 上的一个乘性赋值,称 (𝐾, ∣ ⋅ ∣)为赋值域. 如果称 ∣ ⋅ ∣还满足条
件 |𝑥 + 𝑦| ⩽ max{|𝑥|, |𝑦|}, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 ,则称之为非阿赋值,否则称之为阿基米德赋值.

定义 2.2 (加性赋值) 设 𝛤 是全序加法交换群. 如果域 𝐾 上的函数 𝑣 ∶ 𝐾 →
𝛤 ∪ {∞}满足
(1) 𝑣(𝑥) = 0当且仅当 𝑥 = 0;
(2) 𝑣(𝑥𝑦) = 𝑣(𝑥) + 𝑣(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾;

(3) 𝑣(𝑥 + 𝑦) ⩾ min{𝑣(𝑥), 𝑣(𝑦)}, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 .

则称之为加性赋值.

加性赋值和非阿赋值之间是一一对应的. 对于 𝛤 = ℝ>0,我们可以更直接的构

造映射 log𝑎 ∶ ℝ>0 → ℝ来体现两者之间的对应,这里 0 < 𝑎 < 1.
定义 2.3 (等价赋值) 赋值将𝐾 变为一个度量空间,于是定义出𝐾 上的一个拓

扑,其中

𝑈(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝐾 ∶ |𝑥 − 𝑎| < 𝑟}, 𝑎 ∈ 𝐾, 𝑟 > 0

构成一组拓扑基.若两种赋值诱导出来的拓扑空间相同,则称两种赋值为等价赋值.

定理 2.1 (Ostrowski定理) 考虑有理数域 ℚ上的赋值等价类,只有两种. 分别

是通常实数域上的赋值 ∣ ⋅ ∣∞和 𝑝进赋值 ∣ ⋅ ∣𝑝.
此定理具体证明参考 [1]§ 2.1.2. 以下有关 𝑝 进数域和希尔伯特符号的定义和性

质参考了文献 [2]§ 3.1.

2.1.1 𝑝进数域的代数构造

考虑模 𝑝𝑛的同余类环 ℤ/𝑝𝑛ℤ, ℤ/𝑝𝑛ℤ与 ℤ/𝑝𝑛−1ℤ中存在环同态:

𝜑𝑛 ∶ ℤ/𝑝𝑛ℤ ⟶ ℤ/𝑝𝑛−1ℤ,

𝑥 mod 𝑝𝑛 ⟼ 𝑥 mod 𝑝𝑛−1.

3
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考虑一条逆向链

⋯
𝜑𝑛+1⟶ ℤ/𝑝𝑛ℤ

𝜑𝑛⟶ ℤ/𝑝𝑛−1ℤ
𝜑𝑛−1⟶ ⋯

𝜑3⟶ ℤ/𝑝2ℤ
𝜑2⟶ ℤ/𝑝ℤ.

定义 ℤ𝑝 为其逆向极限：ℤ𝑝 = lim
⟵ (ℤ/𝑝𝑛ℤ, 𝜑𝑛).所以对于每一个 ℤ𝑝 中的元素 𝑎,都

可以将 𝑎写成一个无穷序列的形式 𝑎 = {𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛, ⋯}.
代数构造的 𝑝进数域有如下一些性质：

1. 对于 ℤ𝑝中任一元素 𝑎, 𝑎可逆当且仅当 𝑎不被 𝑝整除.

2. 令 𝑈 表示 ℤ𝑝 的乘法单位群, ℤ𝑝 中每一个非零元 𝑎 都可以被唯一的表示为
𝑎 = 𝑝𝑛𝑢,其中 𝑢 ∈ 𝑈 ,且 𝑛 ⩾ 0.

3. 定义 ℤ𝑝 上的赋值 𝜈𝑝.对于 ℤ𝑝 中元素 𝑎 = 𝑝𝑛𝑢,定义 𝜈𝑝(𝑎) = 𝑛,且 𝜈𝑝(0) = +∞.

利用 𝜈𝑝(𝑥𝑦) = 𝜈𝑝(𝑥) + 𝜈𝑝(𝑦)很容易得到 ℤ𝑝是一个整环.

在 ℤ𝑝上可以定义度量 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑝−𝜈𝑝(𝑥−𝑦),这是一个非阿基米德度量.在这种度

量诱导出来的拓扑空间下, ℤ𝑝是一个完备的度量空间,且 ℤ在 ℤ𝑝中是稠密的.

定义 ℚ𝑝 为 ℤ𝑝 的分式域.容易看出 ℚ𝑝 = ℤ𝑝[𝑝−1],对于 ℚ𝑝 中非零元素 𝑎, 𝑎可
以被唯一的表示为 𝑎 = 𝑝𝑛𝑢,其中 𝑢 ∈ 𝑈 ,且 𝑛 ∈ ℤ.通过这样定义出来的域 ℚ𝑝,是一

个局部紧的域,且 ℤ𝑝是 ℚ𝑝中的一个开子环, ℚ在 ℚ𝑝中稠密.

2.1.2 𝑝进数域的分析构造

给定一个素数 𝑝,将 ℚ中元素 𝑥写为 𝑥 = 𝑎
𝑏 ,其中 𝑎, 𝑏为互素的整数.考察 𝑝在

𝑎, 𝑏素因子分解中的次数,记为 ord𝑝(𝑎), ord𝑝(𝑏),定义 𝑝进赋值

𝜈𝑝(𝑥) = ord𝑝(𝑎) − ord𝑝(𝑏).

同时约定 𝜈𝑝(𝑥) = +∞ .在此基础上,可以很自然的诱导出 𝑝进数域的距离函数和范
数

d𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝−𝜈𝑝(𝑥−𝑦), ∣ 𝑥 ∣𝑝= 𝑝−𝜈𝑝(𝑥).

有了度量之后就可以建立柯西列的概念, 然后仿照实数那样将 𝑝进赋值下的 ℚ完
备化,从而我们得到了 ℚ𝑝.

以上两种构造方法实际上是等价的,考虑分析定义下的 ℚ𝑝,定义 ℚ𝑝 下的 𝑝进
整数环 ℤ𝑝 = {𝑎 ∈ ℚ𝑝 ∶ |𝑎|𝑝 ⩽ 1}(由强三角不等式很容易得到这是一个环).构造环

同态

𝜙 ∶ lim
⟵

ℤ/𝑝𝑛ℤ → ℤ𝑝.

4
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对 (𝑎𝑛) ∈ lim
⟵

ℤ/𝑝𝑛ℤ,取定一个整数 𝑥𝑛使得 𝑥𝑛在 ℤ/𝑝𝑛ℤ中像为 𝑎𝑛,由于当 𝑚, 𝑛 > 𝑁
时, |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛|𝑝 ⩽ 1

𝑝𝑁 ,故 |(𝑥𝑛)|𝑝 ⩽ 1；反之,对于 𝑎 = (𝑎𝑛) ∈ ℤ𝑝(不妨假定 𝑎𝑛 都为整

数), (𝑎𝑛)在环同态 ℤ → ℤ/𝑝𝑛ℤ下的剩余类序列 (𝑎𝑛)会收敛于一个常数 𝜎𝑛(𝑎),因为

|(𝑎𝑛)|𝑝 ⩽ 1.很容易证明上述的映射是 1-1的,从而我们得到了这里两个定义是等价

的.

2.1.3 ℚ𝑝中平方数问题

令 𝑈 表示 ℤ𝑝的乘法单位群,定义 𝑈𝑛 = 1 + 𝑝𝑛ℤ𝑝.容易看出 𝑈𝑛是同态 𝜙 ∶ 𝑈 →

(ℤ/𝑝𝑛ℤ)
×
的核.特别的,考虑商群 𝑈/𝑈1,这个商群同构于 𝐹 ×

𝑝 .

对于 𝑝 ≠ 2,令 𝑥 = 𝑝𝑛𝑢是 ℚ×
𝑝 中的一个元素.存在 𝑎 ∈ ℚ×

𝑝 使得 𝑥 = 𝑎2 当且仅

当 𝑛是偶数且 𝑢在 𝑈/𝑈1 中的像 ̄𝑢是一个元素的平方 (最后一个条件相当于勒让德

符号 (
̄𝑢

𝑝) = 1).
当 𝑝 ≠ 2时,考虑商群 ℚ×

𝑝 /ℚ×2
𝑝 ,这个群同构于 ℤ/2ℤ × ℤ/2ℤ.当 𝑝 = 2时,考虑商

群 ℚ×
2 /ℚ×2

2 ,这个群同构于 ℤ/2ℤ × ℤ/2ℤ × ℤ/2ℤ.

对于 𝑝 = 2,定义同态 𝜀, 𝜔 ∶ 𝑈/𝑈3 → ℤ/2ℤ

𝜀(𝑧) ≡ 𝑧 − 1
2 (mod2), (2.1)

𝜔(𝑧) ≡ 𝑧2 − 1
8 (mod2). (2.2)

定义 2.4 (无穷素位) 设𝐾为 𝑛次数域. 定义无穷素位为嵌入 𝜎 ∈ Homℚ(𝐾, ℂ),

容易看出 �̄� ∶ 𝐾 𝜎⟶ ℂ 复共轭⟶ ℂ也是一个嵌入.如果𝜎(𝐾) ⊆ ℝ,即�̄� = 𝜎,称𝜎 为实
嵌入戓实素位,否则称之复嵌入或者复素位.如果 𝐾 没有复素位,则称 𝐾 为全实域.

如果 𝐾 没有实素位,则称 𝐾 为全虚域.

在本文后续的证明中, 需要讨论一些 ℚ𝑝 上的二次型, 因此我们引入下面这个

定理,具体证明参见 [2]§ 3.2.

定理 2.2 (Hasse-Minkowski) 有理数域 ℚ上的非退化二次型 𝑓 能表示 0的充
要条件为对 ℚ的所有素位 𝑣,二次型 𝑓𝑣在对应的 ℚ𝑣上能表示 0.

2.2 希尔伯特符号

采用 ℚ𝑣表示实数域 ℝ或者 𝑝进数域 ℚ𝑝. 当 𝑣 = ∞时, ℚ𝑣 = ℝ;当 𝑣 = 𝑝时,用

ℚ𝑣表示 𝑝进数域 ℚ𝑝.
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2.2.1 雅可比符号

定义 2.5 (雅可比符号) 对于任意整数 𝑎 和正奇数 𝑛, 考虑 𝑛 的素因子分解
𝑛 = 𝑝𝛼1

1 𝑝𝛼2
2 ⋯ 𝑝𝛼𝑘

𝑘 . 将雅可比符号 (𝑎
𝑛 )定义为一些勒让德符号的乘积

(
𝑎
𝑛) = (

𝑎
𝑝1 )

𝛼1

(
𝑎
𝑝2 )

𝛼2
⋯ (

𝑎
𝑝𝑘 )

𝛼𝑘
.

这里勒让德符号的计算方法为

(
𝑎
𝑝) =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

0若𝑎 ≡ 0(mod𝑝),

1若𝑎 ≠ 0(mod𝑝)且存在整数 𝑥使得𝑎 ≡ 𝑥2(mod𝑝),

−1若𝑎 ≠ 0(mod𝑝)且不存在这样的𝑥.

勒让德符号具有如下的一些性质, 这些性质对于我们的计算过程具有极大的

帮助:

• (
𝑎𝑏
𝑛 ) = (

𝑎
𝑛) (

𝑏
𝑛) , (

𝑎
𝑚𝑛) = (

𝑎
𝑚) (

𝑎
𝑛) .

• (
𝑚
𝑛 ) (

𝑛
𝑚) = (−1)

𝑚−1
2 ⋅ 𝑛−1

2 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 若𝑛 ≡ 1(mod4)或𝑚 ≡ 1(mod4),

−1 若𝑛 ≡ 𝑚 ≡ 3(mod4).

• (
−1
𝑛 ) = (−1)

𝑛−1
2 =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 若𝑛 ≡ 1(mod4),

−1 若𝑛 ≡ 3(mod4).

• (
2
𝑛) = (−1)

𝑛2−1
8 =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 若𝑛 ≡ 1, 7(mod8),

−1 若𝑛 ≡ 3, 5(mod8).

2.2.2 希尔伯特符号的基本性质

希尔伯特符号定义：对于 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ×
𝑣 , 若方程 𝑧2 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 有非零解, 则记

为 (𝑎, 𝑏)𝑣 = 1, 其他情况记为 (𝑎, 𝑏)𝑣 = −1. 容易看出, 希尔伯特符号给出了一个

ℚ×
𝑣 /ℚ×2

𝑣 × ℚ×
𝑣 /ℚ×2

𝑣 到 {±1}的映射.希尔伯特符号有如下几点性质：

• 对于 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ×
𝑣 ,令 𝑘𝑏 = ℚ𝑣 (√𝑏),则 (𝑎, 𝑏)𝑣 = 1的充要条件是 𝑎 ∈ N𝑘×

𝑏 .

• (𝑎, 𝑏)𝑣 = (𝑏, 𝑎)𝑣, (𝑎, 𝑐2)𝑣 = 1.
• (𝑎, −𝑎)𝑣 = 1, (𝑎, 1 − 𝑎)𝑣 = 1.
• (𝑎, 𝑏)𝑣 = 1 ⇒ (𝑎𝑎′, 𝑏)𝑣 = (𝑎′, 𝑏)𝑣.

• (𝑎, 𝑏)𝑣 = (𝑎, −𝑎𝑏)𝑣 = (𝑎, (1 − 𝑎)𝑏)𝑣.

希尔伯特符号还具有下面比较重要的性质,具体证明参见 [2].

6
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定理 2.3 对于任意的 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ×我们有等式

∏𝑣
(𝑎, 𝑏)𝑣 = 1

成立,其中 𝑣取遍 ℚ的所有素位.

2.2.3 希尔伯特符号的计算

当 𝑣 = ∞的时候, (𝑎, 𝑏) = 1当 𝑎 > 0或 𝑏 > 0；(𝑎, 𝑏) = −1当 𝑎 < 0且 𝑏 < 0.
当 𝑣 = 𝑝时,将 𝑎, 𝑏表示为 𝑝𝛼𝑢, 𝑝𝛽𝑣,此时有

(𝑎, 𝑏)𝑣 = (−1)𝛼𝛽𝜀(𝑝)
(

𝑢
𝑝)

𝛽

(
𝑣
𝑝)

𝛼
, 𝑝 ≠ 2. (2.3)

(𝑎, 𝑏)𝑣 = (−1)𝜀(𝑢)𝜀(𝑣)+𝛼𝜔(𝑣)+𝛽𝜔(𝑢), 𝑝 = 2. (2.4)

例 2.1 考虑希尔伯特符号 (7, −21)3,此时

7 = 30 × 7, −21 = 31 × (−7).

从而 (7, −21)3 = (7
3) = 1.

考虑希尔伯特符号 (3, −21)2,此时

3 = 20 × 3, −21 = 20 × (−21).

从而 (7, −21)3 = (−1)𝜀(3)𝜀(−21) = −1.

2.3 类群与类数

由唯一分解定理可以知道ℤ中任意整数 𝑛都能分解为素元的乘积,但是唯一分

解定理并不是在任意环中成立.比如考虑 ℤ[√−5], 6 = (1 + √−5) × (1 − √−5) =
2 × 3,此时分解并不唯一.此时若引入类群这一概念,就可以很好的刻画一个环同唯

一分解整环之间的差距.首先给出分式理想的定义:

定义 2.6 设 𝐾 是一个数域,称 𝐾 的子集合 𝔞是分式理想,如果它满足如下的

等价条件:

• 存在非零数 𝑐 ∈ 𝒪𝐾 使得 𝑐𝔞是 𝒪𝐾 的非零理想;

• 𝔞是 𝐾 的非零有限生成 𝒪𝐾 -子模.

对于 𝐾 中每个非零元, 很自然的可以定义出主分式理想 (𝛼) = 𝛼𝒪𝐾 , 𝛼 ∈ 𝐾×.

记 𝒫𝐾 为全体主分式理想组成的集合. 很自然的我们可以定义分式理想的乘积为

7
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𝔞𝔟 = {∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝑏𝑖 ∣ 𝑎𝑖 ∈ 𝔞, 𝑏𝑖 ∈ 𝔟}.而且不难验证所有的分式理想组成的集合构成了

一个阿贝尔群 ℐ𝐾 ,其中的单位元为 (1) = 𝒪𝐾 ,相关证明参考 [3].

考虑群的正合列

1 ⟶ 𝒪×
𝐾 ⟶ 𝐾× 𝛼↦(𝛼)⟶ ℐ𝐾 ⟶ Cl𝐾 ⟶ 1,

其中 𝒪×
𝐾 为 𝒪𝐾 中的全体单位,定义 𝐾 的理想类群为 Cl(𝐾) = ℐ𝐾 /𝒫𝐾 .

为了方便下一章的叙述,我们需要引入如下的定义:

定义 2.7 定义有限阿贝尔群 𝐴的 2𝑎-秩为

𝑟2𝑎(𝐴) = dim𝔽2 (
2𝑎−1𝐴
2𝑎𝐴 ) .

令 ℎ2𝑎(𝑚)表示二次域 ℚ(√𝑚)的缩理想类群的 2𝑎-秩.

对于 Cl(𝐹 )和 𝒪×
𝐾 ,有两个重要的定理,它们分别是类数有限定理和狄利克雷单

位定理.

定理 2.4 (类数有限定理) 类群为一个有限阿贝尔群,类群的大小被记为 ℎ𝐾 .

定理 2.5 (狄利克雷单位定理) 𝒪𝐾 的单位群 𝒪×
𝐾 同构于 𝜇𝐾 × ℤ𝑟+𝑠−1,其中 𝜇𝐾

为数域 𝐾 中单位根全体,是一个循环群; 𝑟, 𝑠分别表示 𝐾 的实素位和复素位的个数.

根据参考文献 [3]§ 1.6可知有许多类数为 1的实二次域 ℚ(√𝑑),比如

𝑑 =2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 14, 17, 19, 21, 22, 23, 29,

31, 33, 37, 38, 41, 43, 46, 47, 53, 57, 59, 61,

62, 67, 69, 71, 73, 77, 83, 86, 89, 93, 94, 97.

对应的有且仅有如下这些类数为 1的虚二次域,

𝑑 = −1, −2, −3, −7, −11, −19, −43, −67, −163,

这由 Baker-Stark证明. 类数为 1预示着环 ℤ[√𝑑]为一个唯一分解整环. 从而 ℤ中
任意整数 𝑛在 ℤ[√𝑑]中都能唯一的分解为素元的乘积.

8
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3 高斯型理论

3.1 高斯型理论

设 𝑚 ≠ 0, 1为一个无平方因子的整数.令 𝐹 = ℚ(√𝑚), N𝐹 = N𝐹 /ℚ (𝐹 ×).定义
缩理想类群 𝐶(𝐹 ) = ℐ𝐾 /𝒫+

𝐾 ,其中 𝒫+
𝐾 表示主分式理想 (𝑥),其中 𝑥满足 𝜎(𝑥) > 0,对

于任意实嵌入 𝜎成立.考虑二次域 𝐹 判别式 𝐷的素因子分解 𝐷 = 𝑝∗
1 ⋯ 𝑝∗

𝑡 ,其中

𝑝∗ = (−1)
𝑝−1

2 𝑝, 2∗ = −4, 8, −8.

令集合 𝑉 表示 𝐷的所有的无平方因子的正因子, 𝜔𝑚 = 𝐷+√𝐷
2 . 𝐶(𝐹 ) [2]表示 𝐶(𝐹 )

中阶不超过 2的元素全体构成的子群, 𝐶(𝐹 ) [4]表示 𝐶(𝐹 )中阶整除 4的元素全体
构成的子群. 考虑分式理想 𝔡 = (𝑑, 𝜔𝑚),由高斯型理论可以知道缩理想类群的 2-部

分由 [(𝑑, 𝜔𝑚)]组成.高斯型理论的具体表述如下:

定理 3.1 𝐶(𝐹 ) [2]是一个阿贝尔群, 这个阿贝尔群的元素形为[(𝑑, 𝜔𝑚)], 其中
𝑑 ∈ 𝑉 .且

rank𝔽2 𝐶(𝐹 )[2] = 𝑡 − 1.

对于 𝐶(𝐹 )中的元素 [𝔡], [𝔡] ∈ 𝐶(𝐹 )2当且仅当存在非零整数 𝑧和 𝑎 ∈ 𝔞使得

𝑧2 ⋅ N𝔞 = N𝑎.

引入缩理想类群的概念是为了更好地研究二次数域 𝐹 的类群的结构. 而且它

们有如下关系:

• 对于虚二次域而言,有 Cl(𝐹 ) = 𝐶(𝐹 ).
• 对于实二次域而言,若有基本单位的范数为 −1,那么 Cl(𝐹 ) = 𝐶(𝐹 ).
• 对于实二次域而言,若有基本单位的范数为 +1,那么存在 𝐶(𝐹 )到 Cl(𝐹 )的一
个 2-1的满同态.

3.2 二次域类群的四阶秩

利用高斯型理论,可以很好的研究二次域类群的四阶秩. 注意到

𝑟4(𝐶(𝐹 )) = rank𝔽2 (𝐶(𝐹 )[2] ∩ 𝐶(𝐹 )2) .

于是我们对二次域类群的四阶秩转为去研究群 𝐶(𝐹 )[2] ∩ 𝐶(𝐹 )2的结构.

9
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定义一个映射

𝜃 ∶ 𝑉 ∩ N𝐹 ⟶ 𝐶(𝐹 )[2] ∩ 𝐶(𝐹 )2,

𝑑 ⟼ [𝔡].

并且在集合 𝑉 ∩ N𝐹 上定义乘法

𝑑1 ⊙ 𝑑2 ∶= 𝑑1𝑑2
gcd(𝑑1, 𝑑2)2 .

接下来验证映射 𝜃是一个 2-1的同态.

命题 3.2 映射

𝜃 ∶ 𝑉 ∩ N𝐹 ⟶ 𝐶(𝐹 )[2] ∩ 𝐶(𝐹 )2,

𝑑 ⟼ [𝔡].

为一个 2-1的同态.

证明 本证明主要参考文献 [4]§ 3.1. 首先, 验证 𝜃 是一个良定义的映射: 因为

𝑑 ∈ 𝑉 ∩ N𝐹 ,由高斯型理论可以知道 [(𝑑, 𝜔𝑚)] ∈ 𝐶(𝐹 )[2].从 𝑑 ∈ N𝐹 可以知道存
在 𝛼 ∈ 𝐹 × 使得 𝑑 = N𝛼,选取适当的正整数 𝑧,使得 𝑧𝛼 = 𝑥𝑑 + 𝑦𝜔𝑚 ∈ (𝑑, 𝜔𝑚).由
N (𝑑, 𝜔𝑚) = 𝑑 可知 [(𝑑, 𝜔𝑚)] ∈ 𝐶(𝐹 )2.

接下来验证 𝜃是一个同态映射:对于互素的 𝑑1, 𝑑2,有

(𝑑1, 𝜔𝑚) ⋅ (𝑑2, 𝜔𝑚) = (𝑑1𝑑2, 𝜔2
𝑚, 𝑑1 ⋅ 𝜔𝑚, 𝑑2 ⋅ 𝜔𝑚) = (𝑑1𝑑2, 𝜔𝑚) .

对于一般的 𝑑1, 𝑑2,有 𝑑𝑖 = 𝑑𝑖
gcd(𝑑1,𝑑2)

⋅ gcd (𝑑1, 𝑑2),从而

(𝑑𝑖, 𝜔𝑚) =
(

𝑑𝑖
gcd (𝑑1, 𝑑2)

, 𝜔𝑚)
⋅ (gcd (𝑑1, 𝑑2) , 𝜔𝑚) .

利用上述等式可以得到对于任意的 𝑑1, 𝑑2有

(𝑑1, 𝜔𝑚) ⋅ (𝑑2, 𝜔𝑚) = (gcd (𝑑1, 𝑑2) , 𝜔𝑚)
2 ⋅

2

∏
𝑖=1 (

𝑑𝑖
gcd (𝑑1, 𝑑2)

, 𝜔𝑚)

= (gcd (𝑑1, 𝑑2) , 𝜔𝑚)
2 ⋅ (𝑑1 ⊙ 𝑑2, 𝜔𝑚) .

(3.1)

从而有

𝜃 (𝑑1) ⋅ 𝜃 (𝑑2) = 𝜃 (𝑑1 ⊙ 𝑑2) .

由此可知 𝜃是一个同态映射.

然后验证 𝜃是一个满同态:对于任意 [(𝑑, 𝜔𝑚)] ∈ 𝐶(𝐹 )[2] ∩ 𝐶(𝐹 )2,满足 𝑑为𝐷
的一个无平方因子的除数, 𝑑 ∈ 𝑉 ,且存在非零整数 𝑧和 𝑎 ∈ 𝔞使得 𝑧2 ⋅ N (𝑑, 𝜔𝑚) =
N𝑎,即 𝑧2 ⋅ 𝑑 = N𝑎,从而 𝑑 ∈ N𝐹 .所以 𝜃是一个满同态.
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验证 𝜃 是 2-1的同态:这一部分主要参考文献 [5]§ 45.此时我们希望找到一个数

𝛼和一种非平凡关系使得

𝛼 = 𝔮𝑎1
1 ⋯ 𝔮𝑎𝑡

𝑡 , 𝑁(𝛼) > 0.

这里我们有 (𝛼) = (�̄�), 𝛼 = 𝜂�̄�,这里 𝜂 是一个单位元且满足 𝑁(𝜂) = +1,现在我们分
三种情况来讨论:

• 若 𝑚 < 0,当 𝑚 = −3或者 −4时,缩理想类群的阶数为 1,此时命题显然成立.

考虑当 𝑚 < −4时,此时 𝐹 中的单位元为 ±1,因此

𝛼 = ±𝛼′, 𝛼 = 𝑟 (√𝑑)
𝑛

(𝑛 = 0, 1),

这里 𝑟为一个有理数. 当 𝑛 = 0时对应所有的指数 𝑎𝑖 都为偶数. 当 𝑛 = 1时,

因为 𝑑 不是一个平方数,所以所有的指数 𝑎𝑖中必存在至少一个为奇数.

• 若 𝑚 > 0且数域 𝐹 的基本单位 𝜀的范数为 −1. 因为𝑁(𝛼) > 0,所以𝑁(𝜂) > 0.
从而 𝜂 = 𝜀2𝑛,因为

𝜀2 = − 𝜀
𝜀′ = 𝜀√𝑑

−𝜀′√𝑑
.

从而我们得到

𝛼
(𝜀√𝑑)𝑛

= 𝛼′

(−𝜀′√𝑑)
𝑛 , 𝛼 = 𝑟 (𝜀√𝑑)

𝑛
,

这里 𝑟为一个有理数. 当 𝑛 = 0时对应所有的指数 𝑎𝑖 都为偶数. 当 𝑛 = 1时,

因为 𝑑 不是一个平方数,所以所有的指数 𝑎𝑖中必存在至少一个为奇数.

• 若 𝑚 > 0且数域 𝐹 的基本单位 𝜀的范数为 +1. 这里

𝜂 = 𝜀𝑛, 𝜀 = 1 + 𝜀
1 + 𝜀′ , 𝜂 = (1 + 𝜀)𝑛

(1 + 𝜀′)𝑛 ,

𝛼 = 𝑟(1 + 𝜀)𝑛.

理想 (1 + 𝜀)等于它的共轭,且不等于任何一个有理数生成的主理想. 若

1 + 𝜀 = 𝑟1𝜀𝑘

对于有理数 𝑟1成立,那么我们有

𝜀 = 1 + 𝜀
1 + 𝜀′ = 𝜀2𝑘, 𝜀2𝑘−1 = 1.

因此理想 (1 + 𝜀)有一个分解

(1 + 𝜀) = 𝔞 × 𝔮𝑏1
1 ⋯ 𝔮𝑏𝑡

𝑡 .

这里 𝔞为一个有理理想,且至少有一个 𝑏𝑖为奇数.

11



合肥工业大学毕业设计（论文）

由上述三种情况可知都存在一种非平凡关系,所以 𝜃是 2-1的同态,命题得证. ∎

现在,我们已经准备好来引入 𝐹 上的 Rédei矩阵 R𝑚:首先假定如果 2 ∣ 𝐷,那么

令 𝑝𝑡 = 2. 定义加性希尔伯特符号

[𝑎, 𝑏]𝑣 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0 若(𝑎, 𝑏)𝑣 = 1,

1 若(𝑎, 𝑏)𝑣 = −1.
(3.2)

加性雅可比符号 [𝑎
𝑏 ]也可以类似的定义出来

[𝑎
𝑏] =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

0 若𝑎
𝑏 = 1,

1 若𝑎
𝑏 = −1.

(3.3)

然后定义 Rédei矩阵为 R𝑚 = (𝑟𝑖𝑗)𝑡×𝑡是一个 𝔽2上的 𝑡 × 𝑡阶矩阵:

R𝑚 = ([𝑝𝑗 , 𝑚]𝑝𝑖)𝑡×𝑡
.

为了构造 Rédei矩阵同四阶秩之间的联系, 我们需要引进如下的命题, 并给出它们

的证明:

命题 3.3 以下四条命题是等价的:

(1) 𝑑 ∈ 𝑉 ∩ N𝐹 .

(2) 𝑋2 − 𝑚𝑌 2 = 𝑑𝑍2在 ℤ上有非平凡解.

(3) 对于 𝑝 ∣ 𝐷,希尔伯特符号 (𝑑, 𝑚)𝑝 = 1.
(4) R𝑚d = 0,这里 d = (𝑣𝑝1(𝑑), ⋯ , 𝑣𝑝𝑡(𝑑))

𝑇
.

证明 (1) ⟺ (2):对于 𝑑 ∈ 𝑉 ∩N𝐹 ,可知存在 𝛼 ∈ 𝐹 ×,其中 𝛼 = 𝑥+𝑦√𝑚, 𝑥, 𝑦 ∈
ℚ,使得 N(𝛼) = 𝑑,即

𝑥2 − 𝑚𝑦2 = 𝑑

取 𝑥, 𝑦分母的最大公倍数 𝑎0,并在等式两边乘以 𝑎2
0,从而可以得到𝑋2 −𝑚𝑌 2 = 𝑑𝑍2

在 ℤ上有非平凡解. 对于另外一个方向,若 𝑋2 − 𝑚𝑌 2 = 𝑑𝑍2 在 ℤ上有非平凡解,

则 (𝑋
𝑍 )2 − 𝑚( 𝑌

𝑍 )2 = 𝑑,从而可以知道 𝑑 ∈ 𝑉 ∩ N𝐹 .

(2) ⟺ (3): 由 Hasse-Minkowski定理可知

𝑋2 − 𝑚𝑌 2 = 𝑑𝑍2

在 ℤ上有非平凡解等价于对于任意素数 𝑝,

𝑋2 − 𝑚𝑌 2 = 𝑑𝑍2

12
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在 ℤ𝑝 上有解, 这里 ℤ𝑝 表示 𝑝进整数. 从而充分性是显然的. 现在考虑必要性, 若

𝑝 ∤ 𝐷,则显然有 (𝑑, 𝑚)𝑝 = 1. 再根据题设所给条件,所以我们可以得到命题 2, 3为

等价的.

(1) ⟺ (4): 对于 𝑑 ∈ 𝑉 ∩ N𝐹 ,由命题 (1)和 (3)等价可以得出

[𝑑, 𝑚]𝑝𝑖 = 0, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡

又 R𝑚d = 0等价于 ([𝑑, 𝑚]𝑝1 , ⋯ , [𝑑, 𝑚]𝑝𝑡)
𝑇

= 0成立,从而命题得证. ∎

利用上面定义的同态 𝜃,可以给出命题刻画 Rédei矩阵同四阶秩之间的联系.

命题 3.4 二次域类群的四阶秩满足如下关系式:

ℎ4(𝑚) = 𝑡 − 1 − rank (R𝑚) .

证明 由 𝜃是一个 2-1的同态可以知道

|𝑉 ∩ N𝐹 | = 2|𝐶(𝐹 )[2] ∩ 𝐶(𝐹 )2|

又由命题 4可以得到 |𝑉 ∩ N𝐹 | = 2𝑡−rank𝔽2 R𝑚 .从而有

|𝐶(𝐹 )[2] ∩ 𝐶(𝐹 )2| = 2𝑡−1−rank𝔽2 R𝑚 .

从而可以知道 ℎ4(𝑚) = 𝑡 − 1 − rank𝔽2 R𝑚. ∎

例 3.1 给定实二次域 ℚ(√21),这里 𝑚 = 21 ≡ 1(mod 4). 从而二次域的判别式
𝐷 = 𝑚 = 21. 此时 𝐷 = 3 × 7,有两个素因子,从而对应的 Rédei矩阵为 2 × 2阶矩阵.

计算可得

R21 =
⎛
⎜
⎜
⎝

[3, 21]3 [7, 21]3

[3, 21]7 [7, 21]7

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

1 0
1 0

⎞
⎟
⎟
⎠

.

此时有 rank𝔽2 R21 = 1.所以 ℎ4(21) = 2 − 1 − rank𝔽2 R21 = 0. 即此时二次域 ℚ(√21)
理想类群的四阶秩为 0.

例 3.2 给定虚二次域 ℚ(√−21), 这里 𝑚 = −21 ≡ 3(mod 4). 从而二次域的判
别式 𝐷 = 4𝑚 = −84. 此时 𝐷 = −3 × 7 × 4,有三个素因子,从而对应的 Rédei矩阵为

3 × 3阶矩阵. 计算可得

R−21 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

[3, −21]3 [7, −21]3 [2, −21]3

[3, −21]7 [7, −2 ∣]7 [2, −21]7

[3, −21]2 [7, −21]2 [2, −21]2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 1
1 1 0
1 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

此时有 rank𝔽2 R−21 = 2.所以 ℎ4(−21) = 2−rank𝔽2 R−21 = 0. 即此时二次域ℚ(√−21)
理想类群的四阶秩为 0.
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例 3.3 给定虚二次域 ℚ(√−1105), 这里 𝑚 = −1105 ≡ 3(mod 4). 从而二次域
的判别式 𝐷 = 4𝑚 = −4 × 1105. 此时 𝐷 = −5 × 13 × 17 × 4,有四个素因子,从而对

应的 Rédei矩阵为 4 × 4阶矩阵. 计算可得

R−1105 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

[5, −1105]5 [13, −1105]5 [17, −1105]5 [2, −1105]5

[5, −1105]13 [13, −1105]13 [11, −1105]13 [2, −1105]13

[5, −1105]17 [13, −1105]17 [17, −1105]17 [2, −1105]17

[5, −1105]2 [13, −1105]2 [17, −1105]2 [2, −1105]2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 0
0 0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

此时有 rank𝔽2 R−1105 = 2.所以 ℎ4(−1105) = 4 − 1 − rank𝔽2 R21 = 1. 即此时二次域
ℚ(√−1105)理想类群的四阶秩为 1.

我们此时观察到对于上述例子中的 Rédei矩阵的每一列和为 0,由此猜测是否
有 Rédei矩阵的每一列和为 0,此时我们得到了如下命题.

命题 3.5 我们有 1TR𝑚 = 0T.

证明 由定理 2.3 可以得到 ∑𝑝 prime [𝑝𝑗 , 𝑚]𝑝 = 0, 又当 𝑝 ∤ 𝐷 时, 显然有

[𝑝𝑗 , 𝑚]𝑝 = 0.从而∑𝑝 prime [𝑝𝑗 , 𝑚]𝑝 = ∑𝑡
𝑖=1 [𝑝𝑗 , 𝑚]𝑝𝑖

= 0. ∎

3.3 具体运用

为了接下来叙述方便, 我们约定一些记号. 给定一个正整数 𝑛, 令 𝑛′ = 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑡

表示 𝑛′的素分解,其中 𝑛′ = 𝑛
gcd(𝑛, 2) .令

A = A𝑛′ = (𝑎𝑖𝑗)𝑘×𝑘 , 这里 𝑎𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , −𝑛′]𝑝𝑖
=

⎧⎪
⎨
⎪⎩

[
𝑝𝑗
𝑝𝑖 ] , 𝑖 ≠ 𝑗

[
𝑛′/𝑝𝑖

𝑝𝑖 ] , 𝑖 = 𝑗
, (3.4)

D𝜀 = diag{[
𝜀
𝑝1 ] , ⋯ , [

𝜀
𝑝𝑘 ]} , b𝜀 = D𝜀1, 其中1 = (1, ⋯ , 1)T . (3.5)

现在我们来证明一个命题, 这个命题可以给出 Rédei矩阵更好的形式, 从而给出一

些特殊二次域的四阶秩之间的一些关系.

命题 3.6 令 𝑛 = 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑡是一个无平方因子的正奇数. 当 𝑛 ≡ 1(mod 4)时,我们

14
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有

R𝑛 = A + D−1, R−𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A b2

bT−1 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

,

R2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D−2 b2

bT2 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

, R−2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D2 b2

bT−2 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

.

证明 当 𝑛 ≡ 1(mod 4)时, 考虑 R𝑛 = (𝑟𝑖𝑗)𝑡×𝑡, 当 𝑖 ≠ 𝑗 时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖
, 利用

等式(2.1)计算可知 [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖
= [

𝑝𝑗
𝑝𝑖 ]. 当 𝑖 = 𝑗 时, 利用等式(2.1)计算可知 [𝑝𝑖, 𝑛]𝑝𝑖

=

[
−𝑛/𝑝𝑖

𝑝𝑖 ] = [
−1
𝑝𝑖 ] + [

𝑛/𝑝𝑖
𝑝𝑖 ].从而我们得到 R𝑛 = A + D−1.

由 𝑛 ≡ 1(mod 4)可以得到 −𝑛 ≡ 3(mod 4). 此时二次域 ℚ(√−𝑛)的判别式 𝐷 =
−4𝑛,所以此时二次域ℚ(√−𝑛)对应的Rédei矩阵为 (𝑡+1)×(𝑡+1)阶.当 1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 𝑡
时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , −𝑛]𝑝𝑖

,利用等式(2.1)计算可知 [𝑝𝑗 , −𝑛]𝑝𝑖
= [

𝑝𝑗
𝑝𝑖 ];

当 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑡时,利用等式(2.1)计算可知 [𝑝𝑖, −𝑛]𝑝𝑖
= [

−𝑛/𝑝𝑖
𝑝𝑖 ] = [

−1
𝑝𝑖 ] + [

𝑛/𝑝𝑖
𝑝𝑖 ];

当 𝑖 = 𝑡 + 1, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑡时,利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , −𝑛]𝑝𝑖
= [

−1
𝑝𝑖 ];

当 𝑖 = 𝑗 = 𝑡 + 1时,利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , −𝑛]𝑝𝑖
= [

2
𝑛]. 因此我们得到了

R−𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A b2

bT−1 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

.

考虑 R2𝑛 = (𝑟𝑖𝑗)(𝑡+1)×(𝑡+1),当 1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 𝑡时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , 2𝑛]𝑝𝑖
,利用等式(2.1)计

算可知 [𝑝𝑗 , 2𝑛]𝑝𝑖
= [

𝑝𝑗
𝑝𝑖 ]. 当 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑡 时, 利用等式(2.1)计算可知 [𝑝𝑖, 2𝑛]𝑝𝑖

=

[
−2𝑛/𝑝𝑖

𝑝𝑖 ] = [
−2
𝑝𝑖 ] + [

𝑛/𝑝𝑖
𝑝𝑖 ];

当 𝑖 = 𝑡+1, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑡时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , 2𝑛]𝑝𝑖
,利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖

= [
2
𝑝𝑗 ];

当 𝑗 = 𝑡 + 1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , 2𝑛]𝑝𝑖
,利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖

= [
2
𝑝𝑖 ];

当 𝑖 = 𝑗 = 𝑡 + 1时,利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , 2𝑛]𝑝𝑖
= [

2
𝑛].

从而我们得到 R2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D−2 b2

bT2 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠
.

考虑R−2𝑛 = (𝑟𝑖𝑗)(𝑡+1)×(𝑡+1),当 1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 𝑡时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , −2𝑛]𝑝𝑖
,利用等式(2.1)计

算可知 [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖
= [

𝑝𝑗
𝑝𝑖 ]. 当 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑡 时, 利用等式(2.1)计算可知 [𝑝𝑖, −2𝑛]𝑝𝑖

=

[
2𝑛/𝑝𝑖

𝑝𝑖 ] = [
2
𝑝𝑖 ] + [

𝑛/𝑝𝑖
𝑝𝑖 ];

当 𝑖 = 𝑡 + 1, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑡时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , −2𝑛]𝑝𝑖
, 利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖

=

[
−2
𝑝𝑗 ];
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当 𝑗 = 𝑡 + 1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , −2𝑛]𝑝𝑖
, 利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖

=

[
2
𝑝𝑖 ];

当 𝑖 = 𝑗 = 𝑡 + 1时,利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , −2𝑛]𝑝𝑖
= [

2
𝑛].

从而我们得到 R−2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D2 b2

bT−2 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠
. ∎

命题 3.7 令 𝑛 = 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑡 是一个无平方因子的正奇数. 当 𝑛 ≡ −1(mod 4)时,我

们有

R𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D−1 b2

bT−1 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

, R−𝑛 = A,

R2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D−2 b2

bT−2 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

, R−2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D2 b2

bT2 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

.

证明 由 𝑛 ≡ 3(mod 4) 可以得到此时二次域 ℚ(√𝑛) 的判别式 𝐷 = 4𝑛, 所以
此时二次域 ℚ(√𝑛) 对应的 Rédei 矩阵为 (𝑡 + 1) × (𝑡 + 1) 阶. 当 1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 𝑡 时,

𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖
,利用等式(2.1)计算可知 [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖

= [
𝑝𝑗
𝑝𝑖 ];

当 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑡时,利用等式(2.1)计算可知 [𝑝𝑖, 𝑛]𝑝𝑖
= [

−𝑛/𝑝𝑖
𝑝𝑖 ] = [

−1
𝑝𝑖 ] + [

𝑛/𝑝𝑖
𝑝𝑖 ];

当 𝑖 = 𝑡 + 1, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑡时,利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖
= [

−1
𝑝𝑖 ];

当 𝑗 = 𝑡 + 1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡时,利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖
= [

2
𝑝𝑖 ];

当 𝑖 = 𝑗 = 𝑡 + 1 时, 利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖
= [

2
𝑛]. 因此我们得到了

R𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D−1 b2

bT−1 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

.

由 𝑛 ≡ 3(mod 4)可以得到此时二次域 ℚ(√−𝑛)的判别式 𝐷 = −𝑛,所以此时二
次域 ℚ(√−𝑛)对应的 Rédei矩阵为 𝑡 × 𝑡阶.当 1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 𝑡时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , −𝑛]𝑝𝑖

,利用

等式(2.1)计算可知 [𝑝𝑗 , −𝑛]𝑝𝑖
= [

𝑝𝑗
𝑝𝑖 ];

当 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑡时,利用等式(2.1)计算可知 [𝑝𝑖, −𝑛]𝑝𝑖
= [

𝑛/𝑝𝑖
𝑝𝑖 ]. 即 R−𝑛 = A.

考虑 R2𝑛 = (𝑟𝑖𝑗)(𝑡+1)×(𝑡+1),当 1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 𝑡时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , 2𝑛]𝑝𝑖
,利用等式(2.1)计

算可知 [𝑝𝑗 , 2𝑛]𝑝𝑖
= [

𝑝𝑗
𝑝𝑖 ]. 当 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑡 时, 利用等式(2.1)计算可知 [𝑝𝑖, 2𝑛]𝑝𝑖

=

[
−2𝑛/𝑝𝑖

𝑝𝑖 ] = [
−2
𝑝𝑖 ] + [

𝑛/𝑝𝑖
𝑝𝑖 ];

当 𝑖 = 𝑡 + 1, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑡 时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , 2𝑛]𝑝𝑖
, 利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , 2𝑛]𝑝𝑖

=

[
−2
𝑝𝑗 ];

当 𝑗 = 𝑡+1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , 2𝑛]𝑝𝑖
,利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , 2𝑛]𝑝𝑖

= [
2
𝑝𝑖 ];
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当 𝑖 = 𝑗 = 𝑡 + 1时,利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , 2𝑛]𝑝𝑖
= [

2
𝑛].

从而我们得到 R2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D−2 b2

bT2 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠
.

考虑 R−2𝑛 = (𝑟𝑖𝑗)(𝑡+1)×(𝑡+1), 当 1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 𝑡 时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , −2𝑛]𝑝𝑖
, 利用等

式(2.1)计算可知 [𝑝𝑗 , −2𝑛]𝑝𝑖
= [

𝑝𝑗
𝑝𝑖 ]. 当 1 ⩽ 𝑖 = 𝑗 ⩽ 𝑡 时, 利用等式(2.1)计算可知

[𝑝𝑖, −2𝑛]𝑝𝑖
= [

2𝑛/𝑝𝑖
𝑝𝑖 ] = [

2
𝑝𝑖 ] + [

𝑛/𝑝𝑖
𝑝𝑖 ];

当 𝑖 = 𝑡 + 1, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑡时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , −2𝑛]𝑝𝑖
,利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , −2𝑛]𝑝𝑖

=

[
2
𝑝𝑗 ];

当 𝑗 = 𝑡 + 1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡时, 𝑟𝑖𝑗 = [𝑝𝑗 , −2𝑛]𝑝𝑖
, 利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , 𝑛]𝑝𝑖

=

[
2
𝑝𝑖 ];

当 𝑖 = 𝑗 = 𝑡 + 1时,利用等式(2.2)计算可知 [𝑝𝑗 , −2𝑛]𝑝𝑖
= [

2
𝑛].

从而我们得到 R−2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D2 b2

bT−2 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠
. ∎

推论 3.8 给定正整数 𝑛满足 𝑛 ≡ 1(mod 4), 𝑛 = 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑡,其中 𝑝𝑖 ≡ 1(mod 4)(1 ⩽
𝑖 ⩽ 𝑡).那么 ℎ4(2𝑛) = ℎ4(−2𝑛)成立; 若正整数 𝑛还满足 𝑛 ≡ 5(mod 8),那么 ℎ4(𝑛) =
ℎ4(−𝑛)成立.

证明 因为在这里 𝑛 ≡ 1(mod 4),且 𝑝𝑖 ≡ 1(mod 4).所以

bT−2 = ([
−2
𝑝1 ] , ⋯ , [

−2
𝑝𝑘 ]) = ([

2
𝑝1 ] , ⋯ , [

2
𝑝𝑘 ]) = bT2 ,

D−2 = diag{[
−2
𝑝1 ] , ⋯ , [

−2
𝑝𝑘 ]} = diag{[

2
𝑝1 ] , ⋯ , [

2
𝑝𝑘 ]} = D2.

此时

R2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D−2 b2

bT2 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

= R−2𝑛.

从而有 rank𝔽2 R2𝑛 = rank𝔽2 R−2𝑛.
此时 ℎ4(2𝑛) = 𝑡 − rank𝔽2 R2𝑛, ℎ4(−2𝑛) = 𝑡 − rank𝔽2 R−2𝑛, ℎ4(2𝑛) = ℎ4(−2𝑛).
当 𝑛 ≡ 5(mod 8),且 𝑝𝑖 ≡ 1(mod 4).有

bT−1 = ([
−1
𝑝1 ] , ⋯ , [

−1
𝑝𝑘 ]) = 0,D−1 = diag{[

−1
𝑝1 ] , ⋯ , [

−1
𝑝𝑘 ]} = 0, [

2
𝑛] = 1.

此时由命题 3.6可以得到

R𝑛 = A + D−1 = A, R−𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A b2

bT−1 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

A b2

0𝑇 1

⎞
⎟
⎟
⎠

.
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从而有 rank𝔽2 R𝑛 = rank𝔽2 A, rank𝔽2 R−𝑛 = rank𝔽2 A + 1.
此时 ℎ4(𝑛) = 𝑡 − 1 − rank𝔽2 A, ℎ4(−𝑛) = 𝑡 − rank𝔽2 A − 1.这表明 ℎ4(𝑛) = ℎ4(−𝑛)

成立. ∎

推论 3.9 给定正整数 𝑛 ≡ 1(mod 4), 𝑛 = 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑡,其中 𝑝𝑖 ≡ 1, 7(mod 8)(1 ⩽ 𝑖 ⩽
𝑡). 那么有等式

ℎ4(𝑛) + 1 = ℎ4(−𝑛) = ℎ4(2𝑛) = ℎ4(−2𝑛)

成立.

证明 因为在这里 𝑛 ≡ 1(mod 4),且 𝑝𝑖 ≡ 1, 7(mod 8).所以由命题 3.6可以得到

R𝑛 = A + D−1, R−𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A 0

bT−1 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

,

R2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D−1 0

0T [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

, R−2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A 0

bT−2 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

.

利用命题 3.5 可知只需计算矩阵 R′
−𝑛 = (A, 0) 和 R′

2𝑛 = (A + D−1, 0) 和 R′
2𝑛 =

(A, 0)的秩.由参考文献 [6]p10的引理 4.1可知 rank𝔽2 A = rank𝔽2 (A + D−1)从而有
rank𝔽2 R𝑛 = rank𝔽2 R−𝑛 = rank𝔽2 R2𝑛 = rank𝔽2 R−2𝑛.
此时有等式

ℎ4(𝑛) + 1 = ℎ4(−𝑛) = ℎ4(2𝑛) = ℎ4(−2𝑛)

成立. ∎

推论 3.10 给定正整数 𝑛 ≡ 1(mod 4), 𝑛 = 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑡,其中 𝑝𝑖 ≡ 1, 3(mod 8)(1 ⩽ 𝑖 ⩽
𝑡).那么有等式

ℎ4(𝑛) + 1 = ℎ4(−2𝑛), ℎ4(2𝑛) = ℎ4(−𝑛)

成立.

证明 因为在这里 𝑛 ≡ 1(mod 4),且 𝑝𝑖 ≡ 1, 3(mod 8).所以由命题 3.6可以得到

R𝑛 = A + D2, R−𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A b2

bT−1 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

,

R2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A b2

bT2 [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

, R−2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A + D2 b2

0T [
2
𝑛]

⎞
⎟
⎟
⎠

.
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利用命题 3.5 可知只需计算矩阵 R′
−𝑛 = (A,b2) 和 R′

2𝑛 = (A,b2) 和 R′
−2𝑛 =

(A + D2,b2) 的秩. 由 R′
−2𝑛 的每一行和为 0 可知 rank𝔽2 R

′
−2𝑛 = rank𝔽2 A + D2 从

而有 rank𝔽2 R𝑛 = rank𝔽2 R−2𝑛, rank𝔽2 R2𝑛 = rank𝔽2 R−𝑛.
此时有等式

ℎ4(𝑛) + 1 = ℎ4(−2𝑛), ℎ4(2𝑛) = ℎ4(−𝑛)

成立. ∎

推论 3.11 给定正整数 𝑛 ≡ 3(mod 4), 𝑛 = 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑡,其中 𝑝𝑖 ≡ 1, 3(mod 8)(1 ⩽ 𝑖 ⩽
𝑡). 那么此时有等式

ℎ4(𝑛) = ℎ4(−2𝑛)

成立,若正整数 𝑛还满足 𝑛 ≡ 3(mod 8),那么有 ℎ4(−𝑛) = ℎ4(2𝑛).

证明 利用命题 3.5 和命题 3.7 可知只需计算矩阵 R′
𝑛 = (A + D−1,b2) 和

R′
−2𝑛 = (A + D2,b2)的秩.

又 𝑝𝑖 ≡ 1, 3(mod 8)(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡),所以 D−1 = D2. 从而 rank𝔽2 R
′
−2𝑛 = rank𝔽2 R

′
𝑛,即

ℎ4(𝑛) = ℎ4(−2𝑛). 若更进一步有 𝑛 ≡ 3(mod 8),那么

R−𝑛 = 𝐴, R2𝑛 =
⎛
⎜
⎜
⎝

A b2

0T 1

⎞
⎟
⎟
⎠

.

那么 rank𝔽2 R−𝑛 + 1 = rank𝔽2 R2𝑛. 此时有 ℎ4(−𝑛) = ℎ4(2𝑛)成立. ∎

推论 3.12 给定正整数 𝑛 ≡ 3(mod 4), 𝑛 = 𝑝1 ⋯ 𝑝𝑡,其中 𝑝𝑖 ≡ 1, 7(mod 8)(1 ⩽ 𝑖 ⩽
𝑡). 那么此时有等式

ℎ4(𝑛) = ℎ4(2𝑛) = ℎ4(−2𝑛) = ℎ4(−𝑛) + 1

成立.

证明 利用命题 3.5,命题 3.7和 𝑝𝑖 ≡ 1, 7(mod 8)(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡)可知只需计算矩阵
R′

𝑛 = (A + D−1, 0)和 R′
2𝑛 = (A + D−1, 0)和 R′

−2𝑛 = (A, 0)的秩.

此时由参考文献 [6]p10的引理 4.1可知 rank𝔽2 R𝑛 = rank𝔽2 R−𝑛 = rank𝔽2 R2𝑛 =
rank𝔽2 R−2𝑛.所以等式 ℎ4(𝑛) = ℎ4(2𝑛) = ℎ4(−2𝑛) = ℎ4(−𝑛) + 1成立. ∎

将上述推论整理汇总成如下几条:

当正整数 𝑛 ≡ 1(mod 4):
• 当 𝑝𝑖 ≡ 1(mod 4)(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡) 时, 有 ℎ4(2𝑛) = ℎ4(−2𝑛); 若正整数 𝑛 还满足

𝑛 ≡ 5(mod 8),有 ℎ4(𝑛) = ℎ4(−𝑛).
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• 当 𝑝𝑖 ≡ 1, 7(mod 8)(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡)时,有 ℎ4(𝑛) + 1 = ℎ4(−𝑛) = ℎ4(2𝑛) = ℎ4(−2𝑛).
• 当 𝑝𝑖 ≡ 1, 3(mod 8)(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡)时,有 ℎ4(𝑛) + 1 = ℎ4(−2𝑛), ℎ4(2𝑛) = ℎ4(−𝑛).

当正整数 𝑛 ≡ 3(mod 4)时:

• 当 𝑝𝑖 ≡ 1, 3(mod 8)(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡) 时, 有 ℎ4(𝑛) = ℎ4(−2𝑛); 若正整数 𝑛 还满足
𝑛 ≡ 3(mod 8),有 ℎ4(−𝑛) = ℎ4(2𝑛).

• 当 𝑝𝑖 ≡ 1, 7(mod 8)(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡)时,有 ℎ4(𝑛) = ℎ4(2𝑛) = ℎ4(−2𝑛) = ℎ4(−𝑛) + 1.
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4 二次域类群的八阶秩

现在我们着手开始研究二次域类群的八阶秩,此时我们注意到

𝑟8(𝐶(𝐹 )) = rank𝔽2 (𝐶(𝐹 )[2] ∩ 𝐶(𝐹 )4) .

于是我们对二次域类群的八阶秩转为去研究群 𝐶(𝐹 )[2] ∩ 𝐶(𝐹 )4 的结构.下面的这

个命题可以帮助我们得到 𝐶(𝐹 )[2] ∩ 𝐶(𝐹 )4的结构性质.

命题 4.1 对于任意 𝑑 ∈ 𝑉 ∩ N𝐹 ,令 (𝛼, 𝛽, 𝛾) ∈ ℤ2
>0为等式

𝑑𝛼2 − 𝑚
𝑑 𝛽2 = 4𝛾2

的一个非平凡本原解,那么我们有

(1) [𝔡] ∈ 𝐶(𝐹 )4当且仅当 ([𝛾, 𝐷]𝑝1 , ⋯ , [𝛾, 𝐷]𝑝𝑡)
T

∈ ImR𝑚;

(2) ∑𝑡
𝑖=1[𝛾, 𝐷]𝑝𝑖 = 0.

证明 此证明主要参考文章 [7]§ 2.

(1)令 𝜎 表示域 𝐹 的非平凡自同构. 对于 𝛾 的每个奇素因子, 𝑝不整除 𝑚且 𝑚
是模 𝑝的二次剩余. 因此主理想 (𝑝) = 𝔭𝔭𝜎 在 𝐹 上分裂且 [𝛾, 𝐷]𝑝 = 0. 我们现在证
明 𝑥 = 𝑑𝛼+𝛽√𝑚

2 ∈ 𝒪𝐹 .

• 若 𝑑 是奇数且 𝑚是偶数,那么 𝛼, 𝛽 都为偶数,所以 𝑥 ∈ 𝒪𝐹 .

• 若 𝑑 和 𝑚是奇数,那么 𝛼, 𝛽 奇偶性相同. 若 𝛼, 𝛽 都为偶数,则 𝑥 ∈ 𝒪𝐹 ;若 𝛼, 𝛽
都为奇数,则 4 ∣ (𝑑 − 𝑚/𝑑),因此 𝑚 ≡ 1 mod 4,所以 𝑥 ∈ 𝒪𝐹 .

• 若 𝑑 是偶数,那么 𝛽 也为偶数,因此 𝑚 ≡ 1 mod 4,所以 𝑥 ∈ 𝒪𝐹 .

我们有 𝑝 ∣ 𝑑𝛾2 = N(𝑥). 若 𝔭, 𝔭𝜎 都整除 (𝑥), 那么 (𝑝) 整除 (𝑥), 因此 𝑝 整除 𝛼, 𝛽, 𝛾 .
这与 (𝛼, 𝛽, 𝛾)是一个本原解相矛盾. 所以 𝔭, 𝔭𝜎 中仅有一个整除 (𝑥). 我们不妨假定
𝔭𝜎 ∣ (𝑥).
假定 𝑑 是一个奇数. 若 𝛾 为奇数,我们有

(𝑥) = 𝔡 ∏
𝑝∣𝛾

(𝔭𝜎)2𝑣𝑝(𝛾) = 𝛾2𝔡𝔠−2, 这里𝔠 ∶= ∏
𝑝∣𝛾

𝔭𝑣𝑝(𝛾)其中N𝔠 = 𝛾. (4.1)

若 𝛾 为偶数,那么 𝑚也为偶数, 𝛼, 𝛽 都为奇数. 8 ∣ (𝑑 − 𝑚/𝑑),所以 𝑚 ≡ 1 mod 8. 因此
(2) = 𝔮𝔮𝜎 在 𝐹 上分裂. 相似的, 𝔮, 𝔮𝜎 中仅有一个整除 (𝑥),假定 𝔮𝜎 整除 (𝑥). 因此我
们同样有(4.1),这里当 𝑝 = 2时 𝔭 = 𝔮.
假定 𝑑 是一个偶数. 那么 𝐷是一个偶数, 𝑚 ≢ 1 mod 4和 (2) = 𝔮2在 𝐹 上分歧.

相似的,我们有(4.1),这里当 𝑝 = 2有 𝔭 = 𝔭𝜎 = 𝔮.
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现在我们知道 [𝔡] = [𝔠]2 ∈ 𝐶(𝐹 )4 当且仅当存在 𝑎 ∈ 𝑉 使得 [𝒄] + [(𝑎, 𝜔𝑚)] ∈
𝐶(𝐹 )2. 通过高斯型定理可以知道这等价于 𝑎N𝑐 = 𝑎𝛾 ∈ N𝐹 . 因为对于任意奇素数

𝑝|𝛾 ,有 [𝐷, 𝑎𝛾]𝑝 = 1. 这等价于 R𝑚a = c,这里

a = (𝑣𝑝1(𝑎), ⋯ , 𝑣𝑝𝑡(𝑎))
T

, c = ([𝛾, 𝐷]𝑝1 , ⋯ , [𝛾, 𝐷]𝑝𝑡)
T

.

(2)若 𝑚 ≢ 1 mod 4,那么 𝐷是一个偶数且

𝑡

∑
𝑖=1

[𝛾, 𝐷]𝑝𝑖 = ∑
𝑝∣𝛾′

[𝛾, 𝐷]𝑝 = 0.

若 𝑚 ≡ 1 mod 4且 𝛾 为一个奇数,那么 [𝛾, 𝑚]2 = 0;若 𝑚 ≡ 1 mod 4且 𝛾 为一个偶数,

那么 𝑚 ≡ 1 mod 8且 [𝛾, 𝑚]2 = 0. 因此有

𝑡

∑
𝑖=1

[𝛾, 𝑚]𝑝𝑖 = ∑
𝑝∣𝛾′

[𝛾0, 𝑚]𝑝 + [𝛾, 𝑚]2 = 0.

∎
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